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Abstrak 
 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dengan identitas 1, 𝜎 adalah suatu endomorfisma dan 𝛿 adalah suatu 
𝜎-derivatif. Gelanggang polinom  miring atas 𝑅 dengan peubah 𝑥 adalah gelanggang: 
𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿 = {𝑓 𝑥 = 𝑟𝑛𝑥
𝑛 + ⋯ + 𝑟0|𝑟𝑖 ∈ 𝑅} 
dengan aturan perkalian 𝑥𝑟 = 𝜎 𝑟 𝑥 + 𝛿 𝑟 , untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅. Aturan perkalian tersebut 
mengakibatkan gelanggang polinom miring bersifat tidak komutatif, meskipun gelanggang tumpuan 𝑅 
merupakan gelanggang komutatif. Pada sisi lain, terdapat himpunan bagian di dalam gelanggang polinom 
miring yang bersifat komutatif. Gelanggang polinom miring dapat memuat lebih dari satu subgelanggang 
yang bersifat komutatif, dan dari subgelanggang yang bersifat komutatif tersebut, ada yang maksimal. 
Dapat ditunjukkan bahwa 𝑅 merupakan subgelanggang komutatif maksimal dari gelanggang polinom 
miring 𝑅 𝑥; 𝜎  apabila 𝑅 komutatif dan 𝜎 berorder tak hingga (𝜎𝑛 ≠ 1). Selain itu, dapat juga 
ditunjukkan bahwa 𝑅 merupakan subgelanggang komutatif maksimal dari gelanggang polinom miring 
𝑅 𝑥; 𝛿  apabila 𝑅 komutatif, 𝑅 memiliki karakteristik nol dan 𝛿 tidak nol. 
 
Abstract 
 
Let 𝑅 be a ring with identity 1, 𝜎 be an endomorphism of 𝑅 and 𝛿 is a 𝜎-derivation. The Skew 
Polynomial Ring over 𝑅 in an indeterminate 𝑥 is: 𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿 = {𝑓 𝑥 = 𝑟𝑛𝑥
𝑛 + ⋯ + 𝑟0|𝑟𝑖 ∈ 𝑅} 
with multiplication rule 𝑥𝑟 = 𝜎 𝑟 𝑥 + 𝛿 𝑟 , for all 𝑟 ∈ 𝑅. The multiplication rule resulted in skew 
polynomial ring 𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿  is not commutative although 𝑅 is commutative. On the other hand, there is a 
subset in the polynomial ring oblique commutes. Skew polynomial ring can load more than one subring 
who commutes, and from which it commutes subring there are maximum. It can be shown that 𝑅 is a 
commutative subring maximum of the skew polynomial ring of 𝑅 𝑥; 𝜎  if  𝑅 commutative and 𝜎 is of 
infinite order. In addition, it can also be shown that 𝑅 is maximal commutative subring of 𝑅 𝑥; 𝛿  if  𝑅 
commutative, 𝑅 has characteristic zero and 𝛿 is non-zero. 
Keywords: Skew polynomial ring, maximal commutativity 
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1. PENDAHULUAN 
       Definisi dari gelanggang polinom miring (gelanggang tak 
komutatif) pertama kali diperkenalkan oleh Ore, yang 
mengkombinasikan ide awal dari Hilbert (kasus 𝛿 = 0) 
dan Schlessinger (kasus 𝜎 = 1). Sejak kemunculan 
artikel dari Ore ini, Gelanggang Polinom Miring telah 
banyak memerankan peran yang penting dalam teori 
gelanggang tak komutatif. Berikut diberikan definisi 
lengkap dari gelanggang polinom miring. 
 
Definisi 1.1 
 Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dengan identitas 1, 
𝜎: 𝑅 → 𝑅 adalah endomorfisma gelanggang (tidak mesti 
pemetaan satu-satu) dan 𝛿: 𝑅 → 𝑅 adalah 𝜎-derivatif, 
yaitu: 
1. 𝛿 suatu endomorfisma grup terhadap   operator 
tambah dalam 𝑅, 
2. 𝛿 𝑎𝑏 = 𝜎 𝑎 𝛿 𝑏 + 𝛿 𝑎 𝑏 ;  
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
Gelanggang polinom miring atas R dengan peubah 𝑥                   
adalah gelanggang: 
𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿 = {𝑓 𝑥 = 𝑟𝑛𝑥
𝑛 + ⋯ + 𝑟0|𝑟𝑖 ∈ 𝑅} dengan 
𝑥𝑟 = 𝜎 𝑟 𝑥 + 𝛿 𝑟 , untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅.   
 (Richter: 2012) 
Operator biner di dalam gelanggang polinom 
miring yang mengandung 𝜎 dan 𝛿  mengakibatkan  
gelanggang polinom miring bersifat tidak komutatif, 
meskipun gelanggang tumpuannya merupakan 
gelanggang komutatif. Pada sisi lain, terdapat himpunan 
bagian di dalam gelanggang polinom miring yang 
bersifat komutatif. Gelanggang polinom miring dapat 
memuat lebih dari satu subgelanggang yang bersifat 
komutatif, dan dari subgelanggang yang bersifat 
komutatif tersebut, ada yang maksimal. Dapat 
ditunjukkan bahwa 𝑅 merupakan subgelanggang 
komutatif maksimal dari gelanggang polinom miring 
𝑅 𝑥; 𝜎  apabila 𝑅 komutatif dan 𝜎 berorder tak hingga 
(𝜎𝑛 ≠ 1). Selain itu, dapat juga ditunjukkan bahwa 𝑅 
merupakan subgelanggang komutatif maksimal dari 
gelanggang polinom miring 𝑅 𝑥; 𝛿  apabila 𝑅 komutatif, 
𝑅 memiliki karakteristik nol dan 𝛿 tidak nol. 
 
2. METODE PENELITIAN 
 
Kajian ini merupakan kajian ilmu murni yang 
bersifat studi literatur. Oleh karena itu, kajian ini 
akan menggunakan pendekatan eksploratif dan 
adaptasi.  
 
 
Khususnya, dalam hal ini akan dimanfaatkan 
pengetahuan yang penulis miliki dari hasil penelitian 
jurnal yang diperoleh sebelumnya. 
 
 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
3.1 Struktur Gelanggang Polinom Miring 
Gelanggang polinom miring atas 𝑅 dengan peubah 𝑥 
adalah gelanggang: 
𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿 = {𝑓 𝑥 = 𝑟𝑛𝑥
𝑛
= 𝑟0 + 𝑟1𝑥 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑥
𝑛 |𝑟𝑖 ∈ 𝑅} 
dengan aturan perkalian 𝑥𝑟 = 𝜎 𝑟 𝑥 + 𝛿(𝑟), untuk 
setiap 𝑟 ∈ 𝑅, dengan 𝜎 dan 𝛿 berturut-turut adalah 
suatu endomorfisma dan suatu 𝜎-derivatif. Perkalian 
di dalam gelanggang polinom miring yang 
mengandung 𝜎 dan 𝛿 mengakibatkan gelanggang 
polinom miring bersifat tidak komutatif. 
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Jika 𝜎 = 1 atau 𝜎 adalah endomorfisma identitas, 
maka gelanggang polinom miring cukup ditulis 
𝑅[𝑥;  𝛿] dan lebih dikenal dengan nama gelanggang 
operator diferensial. Jika 𝛿 = 0, maka gelanggang 
polinom miring cukup ditulis 𝑅[𝑥; 𝜎].  
Jika 𝜎 = 1 atau 𝜎 adalah endomorfisma identitas, 
maka gelanggang polinom miring cukup ditulis 
𝑅[𝑥;  𝛿] dan lebih dikenal dengan nama gelanggang 
operator diferensial. Jika 𝛿 = 0, maka gelanggang 
polinom miring cukup ditulis 𝑅[𝑥; 𝜎].  
 
Berikut diberikan contoh dari gelanggang polinom 
miring. 
 
Contoh 3.1.1 : Gelanggang Polinom Miring 
Untuk   Kasus 𝝈 = 𝟏  
Misalkan 𝑅 = 𝑘[𝑦]. Endomorfisma pada 𝑅 
didefinisikan sebagai berikut. 
 𝜎 𝑟0 + 𝑟1𝑦 + 𝑟2𝑦
2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑦
𝑛 = 𝑟0 + 𝑟1𝑦 +
𝑟2𝑦
2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑦
𝑛 , 
untuk setiap 𝑟0 + 𝑟1𝑦 + 𝑟2𝑦
2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑦
𝑛 ∈ 𝑅.  
Adapun pemetaan 𝛿  pada 𝑅 didefinisikan 
sebagai berikut.  
𝛿 𝑟0 + 𝑟1𝑦 + 𝑟2𝑦
2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑦
𝑛   = 𝑟1 +
                      2𝑟2𝑦
2−1 + ⋯ + 𝑛𝑟𝑛𝑦
𝑛−1, 
untuk setiap 𝑟0 + 𝑟1𝑦 + 𝑟2𝑦
2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑦
𝑛 ∈ 𝑅, 
yang memenuhi syarat 𝜎-derivatif. Dengan 
demikian, 𝑅[𝑥;  𝛿] merupakan gelanggang 
polinom miring. 
 
Contoh 3.1.2 : Gelanggang Polinom Miring Untuk   
Kasus 𝜹 = 𝟎   
Misalkan 𝑘 sebarang lapangan dengan 
karakteristik nol dan 𝑅 = 𝑘[𝑦] adalah 
gelanggang polinom. Didefinisikan 𝜎 𝑦 = 𝑞𝑦 
untuk suatu 𝑞 ∈ 𝑘 ∖  0,1 . Maka untuk setiap 
𝑝 𝑦 ∈ 𝑘 𝑦 , diperoleh 𝜎 𝑝 𝑦  = 𝑝(𝑞𝑦), yang 
merupakan suatu automorfisma dari 𝑅. Pemetaan 
𝛿 pada 𝑅 didefinisikan 𝛿 𝑝 𝑦  = 0 untuk setiap 
𝑝 𝑦 ∈ 𝑘 𝑦 . 
 
3.2 Subgelanggang Komutatif Maksimal 
3.2.1 Subgelanggang Komutatif Maksimal 
dalam 𝑹 𝒙: 𝝈  
Proposisi 3.2.1  𝑎𝑖𝑥
𝑖 ∈ 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿]𝑛𝑖=0  
merupakan unsur pemusat dari 𝑅 dalam 
𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿]   jika dan hanya jika: 
𝑟𝑎𝑖 =  𝑎𝑗
𝑛
𝑗 =𝑖
𝜋𝑖
𝑗
(𝑟) 
berlaku untuk setiap 𝑖 ∈  0,1, … , 𝑛  dan setiap 
𝑟 ∈ 𝑅. 
 
Proposisi 3.2.2 Misalkan 𝑅 gelanggang 
komutatif. Jika untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑍+ terdapat 
𝑟 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 𝜎𝑛 𝑟 − 𝑟 adalah 
unsur regular, maka 𝑅 merupakan 
subgelanggang komutatif maksimal dalam 
𝑅 𝑥: 𝜎 . Lebih khusus, jika 𝑅 gelanggang 
komutatif dan 𝜎 berorder tak hingga, maka 𝑅 
merupakan subgelanggang komutatif 
maksimal. 
 
Contoh 3.2.1 : Contoh Subgelanggang Komutatif   
Maksimal 
Misalkan 𝑘 sebarang lapangan dengan 
karakteristik nol dan 𝑅 = 𝑘[𝑦] adalah 
gelanggang polinom. Didefinisikan 𝜎 𝑦 = 𝑞𝑦 
untuk suatu 𝑞 ∈ 𝑘 ∖  0,1 . Maka untuk setiap 
𝑝 𝑦 ∈ 𝑘 𝑦 , diperoleh 𝜎 𝑝 𝑦  = 𝑝(𝑞𝑦), yang 
merupakan suatu automorfisma dari 𝑅. Pemetaan 
𝛿 pada 𝑅 didefinisikan 𝛿 𝑝 𝑦  = 0 untuk setiap 
𝑝 𝑦 ∈ 𝑘 𝑦  yang memenuhi syarat 𝜎-derivatif. 
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Dengan demikian, 𝑅 𝑥: 𝜎  merupakan 
gelanggang polinom miring.  
Jika 𝑞 bukan akar unity, maka berdasarkan 
Proposisi 3.2.2, 𝑅 merupakan subgelanggang 
komutatif maksimal. Tetapi jika 𝑞 merupakan 
akar unity, maka 𝑥𝑛  dan 𝑦𝑛  adalah unsur pusat 
yang mengakibatkan 𝑅 bukan subgelanggang 
komutatif maksimal. 
 
3.2.2 Subgelanggang Komutatif Maksimal dalam 
𝑹 𝒙: 𝜹  
Lemma 3.2.1 Misalkan 𝑞 =  𝑞𝑖𝑥
𝑖 ∈ 𝑅[𝑥; 𝛿]𝑛𝑖=0  dan 
𝑟 ∈ 𝑍(𝑅). Pernyataan berikut berlaku: 
(i) Jika 𝑛 = 0, maka 𝑟𝑞 − 𝑞𝑟 = 0; 
(ii) Jika 𝑛 ≥ 1, maka 𝑟𝑞 − 𝑞𝑟 memiliki pangkat 
paling besar 𝑛 − 1, dengan koefisien 
−𝑛𝑞𝑛𝛿 𝑟 ; 
(iii) 𝑥𝑞 − 𝑞𝑥 =  𝛿 𝑞𝑖 𝑥
𝑖 .𝑛𝑖=0  
Proposisi 3.2.2 Misalkan 𝑅 gelanggang komutatif 
dengan karakteristik nol. Jika 𝛿 tidak nol, maka 𝑅 
merupakan subgelanggang komutatif maksimal 
dalam 𝑅[𝑥; 𝛿]. 
Contoh 3.2.2 :  
Misalkan 𝑘 adalah lapangan dengan karakteristik  
𝑝 > 0 dan misalkan 𝑅 = 𝑘 𝑦 . Jika 𝛿 merupakan 
𝜎-derivatif, maka 𝑥𝑝  merupakan unsur pusat 
dalam 𝑅[𝑥; 𝛿]. Akibatnya, 𝑅 bukan merupakan 
subgelanggang komutatif maksimal. Ini 
menunjukkan bahwa asumsi karakteristik dari 𝑅 
pada Proposisi 3.2.2 tidak dapat diubah. 
 
4 KESIMPULAN 
 
1.  Struktur dari gelanggang polinom miring. 
a. Gelanggang polinom miring atas 𝑅 dengan 
peubah 𝑥 adalah gelanggang: 
          𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿 = {𝑓 𝑥 = 𝑟𝑛𝑥
𝑛  
                         = 𝑟0 + 𝑟1𝑥 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑥
𝑛 |𝑟𝑖 ∈ 𝑅} 
        dengan aturan perkalian 𝑥𝑟 = 𝜎 𝑟 𝑥 + 𝛿(𝑟), 
untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, dengan 𝜎 dan 𝛿 berturut-
turut adalah suatu endomorfisma dan suatu 𝜎-
derivatif. Perkalian di dalam gelanggang 
polinom miring yang mengandung 𝜎 dan 𝛿 
mengakibatkan gelanggang polinom miring 
bersifat tidak komutatif. 
        Jika 𝜎 = 1 atau 𝜎 adalah endomorfisma 
identitas, maka gelanggang polinom miring 
cukup ditulis 𝑅[𝑥;  𝛿] dan lebih dikenal dengan 
nama gelanggang operator diferensial. Jika 
𝛿 = 0, maka gelanggang polinom miring 
cukup ditulis 𝑅[𝑥; 𝜎].  
b. Pada sisi lain, terdapat himpunan bagian dari 
gelanggang polinom miring yang bersifat 
komutatif dan sekaligus merupakan 
subgelanggang dari gelanggang polinom 
miring tersebut, yaitu gelanggang tumpuan 
dengan lambang 𝑅, pemusat 𝑅 dalam 
gelanggang polinom miring dengan lambang 
𝐶𝑅[𝑥 ;𝜎 ,𝛿] 𝑅 , dan pusat dari gelanggang 
polinom miring dengan lambang 
𝑍 𝑅 𝑥; 𝜎, 𝛿  . Dari subgelanggang yang 
bersifat komutatif tersebut, ada yang 
maksimal. 
2. Bentuk subgelanggang komutatif maksimal dari 
gelanggang polinom  miring. 
a. Gelanggang tumpuan 𝑅 merupakan 
subgelanggang komutatif maksimal dari   
gelanggang polinom miring 𝑅 𝑥; 𝜎  jika 𝑅 
komutatif dan 𝜎 berorder tak hingga (𝜎𝑛 ≠ 1).  
b.Gelanggang tumpuan 𝑅 merupakan 
subgelanggang komutatif maksimal dari 
gelanggang polinom miring 𝑅 𝑥; 𝛿  jika 𝑅 
komutatif dengan karakteristik nol dan 𝛿 
tidak nol. 
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